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визуализации времени выполнения функции вычисления факториала средствами языка программирования Python и трехмерной 
визуализации времени выполнения обобщенных функций Фибоначчи различного порядка в редакторе электронных таблиц. Вы-
делены развиваемые STEM-компетенции, изучаемые теории, методы, принципы и концепции в науке, технологиях, инженерии 
и математике. Объектами научной новизны в данной работе являются: демонстрация нелинейной вычислительной сложности 
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Abstract
The article presents an approach to studying recursive functions at an in-depth level of studying informatics course in grades 10–11 

using the example of functions for calculating factorial and generalized Fibonacci functions of various orders. Being the object of study in 
the research work considered in the article, these functions provide average experimental runtime data, which are further visualized, ana-
lyzed and approximated. In the process of such analysis, theoretical estimates of computational complexity are compared with the obtained 
experimental data on the execution time of recursive functions depending on the variable arguments. Examples of 2D visualization of the 
execution time of the factorial calculation function using the Python programming language and 3D visualization of the execution time 
of generalized Fibonacci functions of various orders in a spreadsheet editor are shown. Developed STEM competencies, studied theories, 
methods, principles and concepts in science, technology, engineering and mathematics are highlighted. The objects of scientific novelty 
in this work are: demonstration of the nonlinear computational complexity of the recursive algorithm for calculating the factorial in Py-
thon with large arguments and identifying the reasons for this behavior of this algorithm, based on a counterexample; writing a recursive 
generalized function for calculating the numbers of Fibonacci series with different orders as an example of the implementation of the DRY 
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1. Введение

Рекурсия — это одна из тем предмета «Информатика», 
которые наиболее трудно усваиваются обучающимися. 
Авторы научно-методических публикаций подчеркивают 
низкий уровень выполнения учебных заданий по данной 
теме [2, с. 1887; 13, с. 3], обусловленный неспособностью 
формально исполнить рекурсивный алгоритм и постро-
ить верную последовательность рекурсивных вызовов 
[2, с. 1887], а также недостаточной сформированностью 
у  обучающихся фундаментальных знаний в  области 
математики, теории алгоритмов и  программирования 
[13, с. 6; 32, с. 465]. Тем не менее этот непривычный для 
многих способ организации вычислений лежит не только 
в основе нескольких крайне полезных парадигм языков 
программирования  — как минимум логического [24] 
и  функционального [27] программирования, широко 
применяемых при создании современных интеллектуаль-
ных систем [7, 26], — но и в самой основе компьютерных 
вычислений [8, с. 34–36; 22, с. 179; 23, с. 130; 25, с. 210; 
33, с. 189]. Изучение рекурсии на углубленном уровне 
развивает профессиональный кругозор [27, с. 126], ин-
теллектуальные способности [4, с. 13] и вычислительное 
мышление [37], формирует информационные и  ИКТ-
компетенции [3, с. 370; 4, с. 13], а также компетенции обу
чающихся в области программирования [27, с. 126–130].

Федеральные рабочие программы по информатике 
для X—XI классов образовательных организаций, обяза-
тельные для реализации в школах с 1 сентября 2023 года, 
в тематическом разделе «Алгоритмы и программирова-
ние» включают рекурсию как в виде программного содер-
жания, так и в качестве видов деятельности обучающихся 
[34, 35]. Даже на базовом уровне изучения информатики 
в XI классе рассматриваются рекурсивные алгоритмы: 
ученики должны пояснять сущность рекурсивного ал-
горитма, находить рекурсивные объекты в окружающем 
мире, определять результат работы простого рекурсивного 
алгоритма [34, с. 33–34]. На углубленном уровне допол-
нительно должны изучаться фракталы как рекурсивные 
объекты, рекурсивные процедуры и  функции, стек 
рекурсивных вызовов, рекурсивные алгоритмы обхода 
дерева, динамическое программирование, реализованное 
через вычисление рекурсивной функции [35]. Также на 
углубленном уровне изучения информатики федеральная 
рабочая программа предлагает две практические работы, 
связанные с рекурсией, — «Рекурсивные подпрограммы» 
и «Вычисление рекурсивных функций с помощью дина-
мического программирования» [35], и приведенная в дан-
ной статье работа может быть их частью. Федеральные ра-
бочие программы как для базового, так и для углубленного 
уровня содержат введение в теорию сложности: например, 
раздел «Алгоритмы и программирование» федеральной 
рабочей программы для углубленного уровня включает 
в качестве содержания образования оценку сложности 
вычислений, времени работы программ, асимптотиче-
ской сложности алгоритмов, а также примеры алгоритмов 
различной сложности [35, с. 13]. При этом на углубленном 
уровне изучения информатики ученики должны пояснять 
понятия «сложность алгоритма», «эффективность алго-
ритма», давать оценку сложности известных алгоритмов.

На рассматриваемом в  данной статье занятии на 
основе методологии науки [21] и более частной ме-

тодологии проведения научного эксперимента [5, 30] 
предлагается углубленное изучение алгоритмов поис-
ка факториала [9] и n-го числа последовательности 
Фибоначчи [11], являющихся базовыми алгоритмами 
при знакомстве с рекурсией [25, с. 211]. Ученики не 
только вспомнят базовые и узнают нетривиальные 
примеры рекурсивных и  циклических алгоритмов 
и  программ, но также на практике познакомятся 
с теорией сложности алгоритмов и измерением вре-
мени выполнения программного кода, усреднением при 
проведении научного эксперимента и аппроксимацией, 
построением двумерных и трехмерных графиков для 
визуализации полученных данных. На основе обоб-
щенных функций Фибоначчи различного порядка [14; 
36; 40, с. 89–103] обучающиеся познакомятся с одним 
из главных принципов разработки программного обе-
спечения — Don’t Repeat Yourself [41]. На занятии про-
являются не только естественные межпредметные, 
но и  внутрипредметные связи: изучаются рекурсия 
и теория сложности, экспериментально полученные 
данные аппроксимируются и выводятся в виде графика 
вместе с аппроксимирующей кривой, приемы програм-
мирования органично дополняются навыками работы 
в редакторе электронных таблиц. Рассматривается по-
истине «постмодернистский компот» [28] из научных ме-
тодов, приемов, принципов и средств программирования, 
с которым уже работают и будут работать выпускники 
будущего [1] для решения самых разнообразных задач.

Некоторые тезисы о вычислениях и их эффективно-
сти [12, с. 2] зачастую принимаются учениками на веру, 
т. е. в качестве очередного мифа — и здесь внимательный 
читатель легко найдет педагогическое противоречие, 
разрешению которого способствует формирование на-
учной картины мира и соответствующих компетен-
ций. Через проведение компьютерных экспериментов 
и последующую корректную обработку и оценку полу-
ченных данных ученик пройдет еще несколько шагов 
к  главной неопозитивистской задаче воспитания, 
а  именно к  формированию рационально мыслящего 
человека [29; 31, с. 171].

Цель занятия: формирование STEM-компетенций 
обучающихся на примере углубленного изучения рекур-
сивных функций.

Возраст обучающихся: X—XI класс; занятие 
рассчитано на школьников, обучающихся на уровне 
среднего общего образования и имеющих базовые пред-
ставления о рекурсии.

Описываемая исследовательская работа может быть 
адаптирована к разным типам учебных занятий в рамках 
как основного, так и дополнительного образования.

2. Рекурсия: нетривиальные 
эксперименты, доступные каждому

2.1. Время выполнения рекурсивной 
функции вычисления факториала: тайминг, 
усреднение, визуализация, аппроксимация

В качестве первого этапа изучения времени вы-
полнения и  вычислительной сложности рекурсивных 
функций предлагается рассмотреть функцию вычисле-
ния факториала.
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Рекурсивная функция вычисления факториала, 
вывод значений факториала для аргумента n от 0 
до 1000, вычисление времени выполнения рекурсивной 
функции показаны в листинге 1.

Для тайминга кода использована функция time 
модуля time, время выполнения выбранных фрагментов 
программного кода вычисляется как разность измерен-
ного времени перед выполнением и после выполнения 
заданного фрагмента (end_time – start_time).

В качестве данных при выводе для каждого аргумента 
n показаны:

•	 время выполнения рекурсивной функции с точ-
ностью до 15 знаков после запятой;

•	 аргумент i (параметр n) рекурсивной функции 
вычисления факториала;

•	 значение рекурсивной функции вычисления фак-
ториала для заданного аргумента.

Результат выполнения приведенной программы 
может оказаться удивительным для учеников старших 
классов, поскольку измеренное время выполнения ре-
курсивной функции не возрастает линейно: в качестве 
примера приведен фрагмент вывода программы, в ко-
тором time(fact(29)) = 0.000997304916382 при меньших 
значениях времени выполнения для функций с меньшим 
и большим аргументами.

График зависимости времени выполнения от аргу-
мента рекурсивной функции вычисления факториала 
также показывает нелинейное увеличение времени вы-
полнения функции с увеличением ее аргумента (рис. 1 
и листинг 2). Подобный вид функции можно объяснить 
целым рядом причин — от многоядерности современных 
процессоров и многозадачности современных операци-
онных систем до кеширования на уровне процессора 
и работы интерпретатора.

import time 

def fact(n): 

    if n == 0: 

        return 1 

    if n > 0: 

        return n * fact(n - 1) 

for i in range(1001): 

    start_time = time.time() 

    f = fact(i) 

    end_time = time.time() 

    print('%.15f' % (end_time - start_time), i, f)

Листинг 1

import time 

import matplotlib.pyplot as plt 

def fact(n): 

    if n == 0: 

        return 1 

    if n > 0: 

        return n * fact(n - 1) 

lst = [] 

for i in range(1001): 

    start_time = time.time() 

    f = fact(i) 

    end_time = time.time() 

    lst.append(end_time - start_time) 

    print('%.15f' % lst[-1], i, f) 

plt.plot(lst) 

plt.xlabel("Function argument") 

plt.ylabel("Time") 

plt.show()

Листинг 2

0.000000000000000 27 10888869450418352160768000000 

0.000000000000000 28 304888344611713860501504000000 

0.000997304916382 29 8841761993739701954543616000000 

0.000000000000000 30 265252859812191058636308480000000 

0.000000000000000 31 8222838654177922817725562880000000

Фрагмент вывода для листинга 1

Рис. 1. Время выполнения рекурсивной функции 
факториала fact(n) в секундах  
в зависимости от аргумента n
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Первым сущностным проблемным вопросом 
является снижение систематической погрешности 
измерений как степени близости результатов из-
мерений к  среднему значению. Статистически более 
достоверную и  ясную картину функциональной зави-
симости времени выполнения функции от аргумента 
функции дает многократное проведение компьютерно-
го эксперимента, программный код которого приведен 
в  листинге 2. Усреднение по ансамблю [15, с. 17–19], 
вычисляемое по формуле (1), показано на рисунке 2 
и реализовано в листинге 3.

	 T
N

T T TN� � ���1
1 2( ). 	 (1)

Доказано, что вычислительная сложность рас-
смотренной рекурсивной функции нахождения фак-
ториала составляет O(n) [19]. При этом по графику 
(см. рис.  2) видно, что экспериментально найденная 
зависимость носит нелинейный характер. Второй важ­
ный проблемный вопрос — о рассогласовании экспери-
ментально полученной зависимости и теоретически 
вычисленной линейной зависимости. Для ответа на этот 
вопрос можно предложить множество гипотез (здесь ува-

 
	 а	 б

Рис. 2. Время выполнения (Time) рекурсивной функции вычисления факториала fact(n) в секундах  
в зависимости от аргумента n (Function argument):

а) усреднение по ансамблю для N_iterations = 1000; TF(0), …, TF(1000); примерное время выполнения 5 мин;
б) усреднение по ансамблю для N_iterations = 1000; TF(0), …, TF(2000); примерное время выполнения 33 мин

import time 

import matplotlib.pyplot as plt 

import sys 

sys.setrecursionlimit(5000) 

def fact(n): 

    if n == 0: 

        return 1 

    if n > 0: 

        return n * fact(n - 1) 

N = 2001 

lst = [0] * N 

N_iterations = 1000 

for k in range(N_iterations): 

    for i in range(N): 

        start_time = time.time() 

        f = fact(i) 

        end_time = time.time() 

        lst[i] += (end_time - start_time) / N_iterations 

    if k % 10 == 0: 

        print(k) 

plt.plot(lst) 

plt.xlabel("Function argument") 

plt.ylabel("Time") 

plt.show() 

print(*lst)

Листинг 3
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жаемые коллеги остановятся и подумают, чем именно мо-
жет быть обусловлено подобное рассогласование теории 
и эмпирики). Следует подчеркнуть, что анализ сложности 
рекурсивных алгоритмов в общем случае представляет 
собой весьма нетривиальную задачу [13, с. 5].

В качестве инструмента для ответа на данный вопрос 
возможно использование измененной функции вычис-
ления факториала (или уже-не-факториала), в которой 
операция умножения заменена на операцию сложения 
(строка функции return n * fact(n - 1) изменена 
на return n + fact(n - 1)). Соответствующие гра-
фики зависимости усредненного времени выполнения 
измененной функции от ее аргумента показаны на ри-
сунке 3. В качестве дополнительного задания учитель 
может предложить ученикам подумать над вопросом, 
чем эта функция отличается от рекурсивной функции 
суммирования натуральных чисел.

Сравнивая полученные графики зависимости вре-
мени выполнения от аргумента для содержащей опе-
рацию умножения функции факториала и содержащей 
операцию сложения функции суммирования (см. рис. 2 
и 3 соответственно), становится очевидным, что тип 
вычислительной сложности — полиномиальный или 

линейный — определяется выбранной операцией. Отве-
том на поставленный выше проблемный вопрос является 
гипотеза о том, что для вычисления факториала при 
больших аргументах в языке программирования Python 
используется длинная арифметика, реализующая 
алгоритм умножения Карацубы, который, в свою оче-
редь, имеет сложность O n( )log2 3  [20]. Например, 1000! 
является числом из 2568 цифр, и «обычная» 32- или даже 
64-битная арифметика не справится с подобными вы-
числениями, что оказывает непосредственное влияние на 
итоговую сложность функции вычисления факториала.

Полезным является знакомство с возможностями 
аппроксимации данных в частности и с математиче-
ским моделированием в целом. Реализация аппрокси-
мации полученных данных времени выполнения рекур-
сивной функции вычисления факториала в зависимости 
от аргумента функции с  помощью библиотеки numpy 
приведена в листинге 4, а ее результаты представлены 
на рисунке 4. Получена аппроксимирующая функция:

0.0008190808928166944 +  

0.001352063425170358 x**1 + 

0.0005178936431975428 x**2 - 

1.3893495459160382e-05 x**3

 
	 а	 б

Рис. 3. Время выполнения функции суммирования (измененной рекурсивной функции) в секундах  
в зависимости от аргумента n:

а) усреднение по ансамблю для Niterations = 1000; TF(0), …, TF(1000); примерное время выполнения 3 мин;
б) усреднение по ансамблю для Niterations = 1000; TF(0), …, TF(2000); примерное время выполнения 12 мин

from numpy.polynomial import Polynomial 

import matplotlib.pyplot as plt 

y_data = list(map(float, open('data-2b.txt').read().split())) 

x_data = [i for i in range(0, 2001)] 

degrees = (0, 1, 2, 3) 

p = Polynomial.fit(x_data, y_data, degrees) 

print(p) 

y_approx = [p(i) for i in range(2001)] 

plt.plot(x_data, y_data, color='gray', label='data') 

plt.plot(x_data, y_approx, color='red', label='approx') 

plt.xlabel("Function argument") 

plt.ylabel("Time") 

plt.legend() 

plt.show()

Листинг 4
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2.2. Время выполнения рекурсивных функций 
Фибоначчи порядка n: тайминг, усреднение, 
визуализация

Полезным является анализ времени выполнения 
рекурсивных функций, рекуррентная формула в которых 
для вычисления n-го значения опирается не на одно, а на 
несколько предыдущих значений. В таком случае можно 
произвести анализ зависимости времени выполнения 
рекурсивной функции не только от значений ее аргу-
мента, но и от количества прямых вызовов на каждой 
итерации, получив в качестве результата функцию за-
висимости времени от аргумента и порядка функции.

Например, для рекурсивных функций Фибоначчи 
порядка n можно измерить время выполнения рекур-
сивных функций:

•	 Фибоначчи (формула 2) (каждое число является 
суммой двух предыдущих);

•	 трибоначчи (формула 3) (каждое число является 
суммой трех предыдущих);

•	 тетраначчи (формула 4) (каждое число является 
суммой четырех предыдущих);

•	 пентаначчи (каждое число является суммой пяти 
предыдущих);

•	 гексаначчи (каждое число является суммой шести 
предыдущих);

•	 гептаначчи (каждое число является суммой семи 
предыдущих);

•	 октаначчи (каждое число является суммой восьми 
предыдущих);

•	 ноначчи (каждое число является суммой девяти 
предыдущих).

Данные рекуррентные последовательности, иногда 
также называемые n-рекуррентностями Фибоначчи 
[36, с. 1073], несмотря на продолжительную историю их 
исследования, до сих пор вызывают научный интерес 
и  являются как объектом научных исследований, так 
и средством для этих исследований [6, 16, 17, 18, 36].

	 F
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На примере записи рекурсивных функций для вычис-
ления n-го числа Фибоначчи, трибоначчи и последующих 
функций Фибоначчи других порядков крайне полезным 
является демонстрация принципа программирования 
Don’t Repeat Yourself (DRY) — «не повторяйся», при-
зывающего не дублировать программный код [41].

Листинг 5 демонстрирует обобщенную рекурсивную 
функцию вычисления чисел Фибоначчи высокого поряд-
ка. В функции fibn аргумент n — номер числа в последо-
вательности для вычисления, аргумент order — порядок 
обобщенной функции Фибоначчи.

Полезной иллюстрацией принципа DRY будет со-
отнесение рекурсивных функций для вычисления эле-
ментов рядов Фибоначчи (2), трибоначчи (3), тетраначчи 
(4) и обобщенной рекурсивной функции (листинг 5).

Формирование двумерного списка времени вы-
полнения функции вычисления чисел Фибоначчи раз-
личного порядка с усреднением по ансамблю показано 
в листинге 6.

Полученные данные усредненного времени выпол-
нения функции можно легко представить в виде трех-
мерного графика в редакторе электронных таблиц. 
Для этого следует:

•	 скопировать данные в  редактор электронных 
таблиц;

•	 задать подписи строк и столбцов данных (рис. 5);
•	 построить трехмерный график по полученным 

данным (рис. 6).

Рис. 4. Исходные данные (соответствующие рис. 2, б) 
и график аппроксимирующей их функции

def fibn(n, order): 

    if n < order - 1: 

        return 0 

    if n == order - 1: 

        return 1 

    else: 

        sum = 0 

        for i in range(order): 

            sum += fibn(n - i - 1, order) 

        return sum

Листинг 5
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A = [] 

for i in range(10): 

    A.append([0] * 28) 

N_iterations = 10 

for k in range(N_iterations): 

    for order in range(2, 10): 

        for i in range(28): 

            start_time = time.time() 

            f = fibn(i, order) 

            end_time = time.time() 

            A[order][i] += (end_time - start_time) / N_iterations 

for i in range(10): 

    print(*A[i])

Листинг 6

Рис. 5. Данные и подписи данных в электронной таблице Excel,  
вставка диаграммы Поверхность для создания 3D-графика

Рис. 6. Трехмерный график зависимости времени выполнения в секундах  
функций Фибоначчи различных порядков от порядка и аргумента функции
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В зависимости от редактора электронных таблиц 
может потребоваться замена разделителя целой и дроб-
ной частей — в Microsoft Excel разделитель точку следует 
заменить на запятую, для чего следует воспользоваться 
сочетанием клавиш Ctrl+H или командой Найти и вы-
делить, Заменить. Для более наглядного отображения 
трехмерного графика после щелчка правой кнопкой 
мыши в  контекстном меню графика следует выбрать 
пункт Поворот объемной фигуры, после чего в открыв-
шемся окне (рис. 7) изменить значения X, Y.

В качестве еще одного нетривиального проблем­
ного вопроса предлагаем рассмотреть причины, по 
которым функция тетраначчи (функция Фибоначчи 
порядка 4) с аргументами 13–27 выполняется дольше 
всех рассмотренных обобщенных функций Фибоначчи 
как с более низким, так и с более высоким порядком 
для тех же аргументов.

3. STEM-компетенции

В процессе выполнения шагов рассмотренного 
исследования ученики изучают не только методы про-
граммирования, но также значимые научные объекты, 
явления, подходы и методы, относимые в целом к зон-
тичному термину STEM (англ. Science, Technology, Engi-
neering and Mathematics — наука, технология, инженерия 
и математика) [38, 39].

К рассмотренным научным (Science) явлениям, 
методам и даже теориям относятся:

•	 рекурсия;
•	 усреднение по ансамблю;
•	 линейный и полиномиальный рост;
•	 вычислительная сложность;
•	 аппроксимация;
•	 научный эксперимент, обработка и  анализ его 

результатов;
•	 научная гипотеза.
Можно выделить следующие аспекты, относящи-

еся к технологии программирования и программной 
инженерии (Technology, Engineering):

•	 рекурсивные функции;
•	 циклы и вложенные циклы;
•	 тайминг кода (вычисление времени выполнения 

фрагмента программного кода) и его усреднение;
•	 визуализация данных (на примере построения 

графиков);
•	 длинная арифметика;
•	 реализация аппроксимации;
•	 одномерные и двумерные списки;
•	 принцип программирования Don’t Repeat Your-

self.
Также в рассмотренном программном коде исполь-

зовались такие возможности языка программирования 
Python, как:

•	 генераторы списков;
•	 индексация элементов с конца списка;
•	 создание одномерных и двумерных списков;
•	 вывод вещественных чисел с заданной точностью;
•	 чтение из текстового файла;
•	 оператор распаковки «*»;
•	 изменение глубины рекурсивных вызовов;
•	 накопление значений в цикле.
К рассмотренным математическим (Mathema­

tics) объектам относятся:
•	 функция вычисления факториала;
•	 обобщенные функции Фибоначчи различного 

порядка — от трибоначчи до ноначчи;
•	 аппроксимирующая функция;
•	 усреднение;
•	 2D- и 3D-графики функций.
По мнению автора, всестороннее формирование 

STEM-компетенций и  декомпозиция компетенций 
по рассмотренным областям (Science, Technology, 
Engineering and Mathematics) в углубленном изучении 
информатики позволяют обучающимся получить пред-
профессиональные навыки и  глубокие знания, сфор-
мировать понимание изучаемых объектов и  явлений 
и  положительные ценностные отношения к  научному 
методу, научной картине мира и научному познанию.

4. Дальнейшие исследования

В качестве направлений дальнейшего исследования 
рекурсии для углубленного уровня изучения информа-
тики можно предложить:

•	 изучение мемоизации [10] и ее влияния на ско-
рость вычислений;

•	 нахождение максимального аргумента для линей-
ной сложности вычисления факториала в Python;

Рис. 7. Формат области диаграммы,  
Поворот объемной фигуры
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•	 построение трехмерного графика зависимости вре-
мени выполнения обобщенных функций Фибонач-
чи различного порядка при больших аргументах;

•	 построение трехмерных графиков в Python и ап-
проксимацию полученных трехмерных данных;

•	 изучение различных видов рекурсии, в том числе 
с использованием логических и функциональных 
языков программирования;

•	 проведение исследований в однозадачных опера-
ционных системах.

5. Выводы

Предложенная в  статье исследовательская работа 
способствует:

•	 углубленному изучению рекурсии;
•	 формированию базовых представлений о теории 

сложности и визуализации данных;
•	 приобретению практического опыта научного 

эксперимента;
•	 закреплению ранее пройденного учебного мате-

риала.
На примере изучения рекурсивных функций, эле-

ментов теории вычислительной сложности и компью-
терных экспериментов выделены формируемые ком-
петенции по составляющим STEM: наука, технологии, 
инженерия, математика.

После изучения предложенного материала и само-
стоятельного проведения предложенного эмпирического 
исследования ученики смогут измерять время выполне-
ния фрагментов программного кода, в том числе соот-
носить эффективность алгоритмов: как было показано 
в  данной статье, способности вычислить время вы-
полнения фрагмента программы и оценить временную 
сложность алгоритма взаимосвязаны.

Следующим результатом обучения может стать еще 
один шаг к развитию способности создания более эф-
фективного программного кода — как через уменьшение 
его вычислительной сложности, так и через уменьшение 
его избыточности посредством использования принципа 
Don’t Repeat Yourself.

Предложены гипотезы, поставлены проблемные во-
просы, указаны возможные темы для дальнейших иссле-
дований в данной и смежных областях научного знания.
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